
1. Траектория / закон движения: r(t) = [x(t), y(t), z(t)] = x→ex + y→ey + z→ez

1. По умолчанию считаем r(t) дважды непрерывно дифференцируемой

2. Кривая регулярна: |r| ≠ 0, t ∈ [a, b]

2. 

3. 

1. Кривизна: k
2. Радиус кривизны: ρ = 1/k

4. 

1. Кручение: 

5. 

6. 

1. Следствие: k = |[v × w]|/|v|3

7. 

8. 
9. 

 Натуральный параметр s = ∫ t

a
|r(~

t)|d~
t

 Трёхгранник Френе (естественный, сопровождающий) / репер (базис) Френе:

.

Тангенциаль τ = r′ = dr

ds

Нормаль n = r
′

|r′| = ρτ
′

Бинормаль b = [τ × n]

 Формулы Френе:

→τ ′ = n

ρ
= kn,

→n′ = −kτ + b,

→b′ = −n.

 Скорость точки

v = ẋ→ex + ẏ→ey + ż→ez = r
′ṡ = τ ṡ → |v| = ṡ =

ds

dt
,

 Ускорение точки

w = ẍ→ex + ÿ→ey + z̈→ez = v̇ = ˙|v|τ + v2
τ

′ = ˙|v|τ + v2kn → w = wττ + wnn.

 Пример: движение по окружности

2. { → { → {

3. v = Rφ̇→τ, →τ = − sinφ→ex + cosφ→ey

4. ω = Rφ̈→τ + Rφ̇2
→n, →n = − cosφ→ex − sinφ→ey

5. Видно, что вектора →τ, →n перпендикулярны друг другу

x = R cosφ
y = R sinφ

ẋ = −Rφ̇ sinφ

ẏ = Rφ̇ cosφ
ẍ = −Rφ̈ sinφ − Rφ̇2 cosφ

y = Rφ̈ cosφ − Rφ̇2 sinφ

 Координатные линии: r = r(q1, q2, q3) при qi = const

 Пример: полярные координаты



1. 

φ
r

2. Положение: →r = r→er

3. Скорость: →v = →̇r = ṙ→er + r→̇er

4. Формула движение точки по окружности (в данном случае, единичной)
→ →̇er = φ̇→eφ, →̇eφ = ˙(φ + π/2)(−→er) = −φ̇→er

5. →v = →̇r = ṙ→er + rφ̇→eφ

6. Ускорение →w = →̇r =. . . = (r̈ − rφ̇2)→er + (rφ̈ + 2ṙφ̇)→eφ

10. 

11. 

12. 

1. В ортогональных координатах v2 = ∑H 2
i q̇

2
i

2. Как можно найти коэффициенты Ляме проще: dsi = Hidqi

13. 

1. Hint: d→r

dqi
= d→̇r

dq̇i
= d→v

dq̇i

2. Hint: d
dt

∂→r
∂qi

= ∑3
j=1

∂ 2
→r

∂qj∂qi
q̇j

14. 

 Коэффициенты Ляме: (e − единичные вектора направлений криволинейных координат)

∂→r
∂qi

= Hi→ei

Hi = √( ∂x
∂qi

)2 + ( ∂y
∂qi

)2 + ( ∂z
∂qi

)2

 Метрика пространства: ds2 = glmdqldqm. Если система криволинейных координат ортогональна, то метрика
диагональная: ds2 = H 2

1 dq
2
1 + H 2

2 dq
2
2 + H 2

3 dq
2
3 .

 Скорость движущейся точки:

→v =
∂→r

∂q1
q̇1 +

∂→r

∂q2
q̇2 +

∂→r

∂q3
q̇3 = H1q̇1→e1 + H2q̇2→e2 + H3q̇3→e3 = ∑Hiq̇i→ei.

 Ускорение точки при ортогональном базисе ek:

wej = ( →w, →ej) =
1

Hj

[
d

dt

∂

∂q̇j
(
v2

2
) −

∂

∂qj
(
v2

2
)].

 Пример: сферические координаты
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2. Если изменяется r, то длина кривой меняется на 1: dsi = dr → Hr = 1

3. dsθ = rdθ → Hθ = r

4. dsφ = r sin θdφ → Hφ = r sin θ

5. v2 = ṙ2 + r2 sin2 θφ̇2 + r2θ̇2

6. wr = r̈ − r sin2 θφ̇2 − rθ̇2

7. wφ = 1
r sin θ

[ d
dt
(r2 sin2 θφ̇) − 0] = 2ṙφ̇ sin θ + rφ̈ sin θ + 2r cos θφ̇θ̇

8. ωθ = 1
r
[ d
dt
(r2θ̇)− 2r2 sin θ cos θφ̇2] = 2ṙθ̇ + rθ̈ − r sin(2θ)φ̇2


